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Êîðíè óðàâíåíèé è íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèé

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå f(x) = 0, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî óðàâ-
íåíèþ α(x)f(x) = 0, åñëè α(x) 6= 0. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, â ñâîþ
î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ x = x − α(x)f(x), â êîòîðîì
x ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåïîäâèæíóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿ
ϕ(x) := x− α(x)f(x).

Òàêèì îáðàçîì, îòûñêàíèå êîðíåé óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíî îòûñ-
êàíèþ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé.

Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ è èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

Îòîáðàæåíèå ϕ : X → X ìíîæåñòâà X ⊂ R â ñåáÿ áóäåì íà-
çûâàòü ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñ-
ëî q, 0 ≤ q < 1, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x′, x

′′ è èõ îáðàçîâ
ϕ(x′), ϕ(x

′′
) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |ϕ(x′)− ϕ(x

′′
)| ≤ q|x′ − x

′′ |.
ßñíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå áåç èçìåíåíèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà

îòîáðàæåíèÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ, ãäå îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå d(x′, x
′′
)

ìåæäó òî÷êàìè; â íàøåì ñëó÷àå d(x′, x
′′
) = |x′ − x

′′ |.
ßñíî òàêæå, ÷òî ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è ìîæåò

èìåòü íå áîëåå îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Ïóñòü ϕ : [a, b] → [a, b] � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [a, b]
â ñåáÿ. Ïîêàæåì, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ xn+1 = ϕ(xn), íà-
÷èíàþùèéñÿ â ëþáîé òî÷êå x0 ýòîãî îòðåçêà ïðèâîäèò ê òî÷êå
x = limn→∞ xn, íåïîäâèæíîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî
|xn+1 − xn| ≤ q|xn − xn−1| ≤ ... ≤ qn|x1 − x0| ,

ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m,n, òàêèõ ÷òî m > n, âñòàâ-
ëÿÿ ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà,
ïîëó÷àåì îöåíêó

|xm−xn| ≤ |xm−xm−1|+...+|x1−x0| ≤ (qm+...+qn)|x1−x0| < qn

1− q
,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè).

Çíà÷èò ïî êðèòåðèþ Êîøè îíà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x
îòðåçêà [a, b]. Ýòà òî÷êà � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ ϕ :
[a, b] → [a, b], èáî ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ â ñîîòíîøåíèè
xn+1 = ϕ(xn), äàåò ðàâåíñòâî x = ϕ(x).



3

(Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì î÷åâèäíûì ôàêòîì, ÷òî ñæèìàþ-
ùåå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî; êñòàòè, îíî äàæå ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíî.)

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè m → ∞ â ñîîòíîøåíèè |xm − xn| < qn

1−q
,

äàåò îöåíêó
|x− xn| < qn

1− q
,

âåëè÷èíû óêëîíåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ xn îò íåïîäâèæíîé òî÷êè x îòîá-
ðàæåíèÿ ϕ.

Ìåòîä êàñàòåëüíûõ (ìåòîä Íüþòîíà)

Äîêàçûâàÿ òåîðåìó î òîì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå âåùå-
ñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íà êîíöàõ îòðåçêà çíà÷å-
íèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, èìååò íà ýòîì îòðåçêå ïî êðàéíåé îäèí íóëü
(òî÷êó, ãäå f(x) = 0), ìû ïðåäúÿâèëè è ïðîñòåéøèé (íî çàòî óíè-
âåðñàëüíûé) àëãîðèòì îòûñêàíèÿ ýòîé òî÷êè (äåëåíèå îòðåçêà ïî-
ïîëàì). Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè òóò ïîðÿäêà 2−n.

Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîé âûïóêëîé ôóíêöèè ìîæíî ïîëüçî-
âàòüñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ýôôåêòèâíûì â ñìûñëå ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì åùå Íüþòîíîì.

Ñòðîèì êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó äàííîé ôóíêöèè f â íåêîòîðîé
òî÷êå (x0, f(x0)), ãäå x0 ∈ [a, b]. Íàõîäèì òî÷êó x1, ãäå ýòà êàñà-
òåëüíàÿ ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ, ïîëó÷àåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî÷åê, êîòîðûå áûñòðî ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå x,
â êîòîðîé f(x) = 0. (Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ èòå-
ðàöèÿ ïðèâîäèò ê óäâîåíèþ âåðíûõ çíà÷àùèõ öèôð ïðèáëèæåíèÿ
ê x.)

Àíàëèòè÷åñêè, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü (ïðîâåðüòå!) ìåòîä êàñàòåëü-
íûõ ñâîäèòñÿ ê èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
.

Íàïðèìåð, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xm−a = 0, ò.å. âû÷èñëåíèå m
√

a, ïðè
ýòîì ñâîäèòñÿ ê èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó

xn+1 =
1

m

(
(m− 1)xn +

a

xm−1
n

)
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ √a ìåòîäîì êàñàòåëüíûõ ïîëó÷àåì

xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
.
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Ìåòîä Íüþòîíà, êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë, èùåò íåïî-
äâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)
. Îíî ÿâëÿåòñÿ ñïåöè-

àëüíûì ñëó÷àåì ðàññìîòðåííîãî â ñàìîì ïåðâîì ðàçäåëå îòîáðà-
æåíèÿ ϕ(x) = x− α(x)f(x) è ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî ïðè α(x) = 1

f ′(x)
.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå ϕ(x) = x − α(x)f(x)

è äàæå îòîáðàæåíèå ϕ(x) = x − f(x)
f ′(x)

, ó÷àñòâóþùåå â ìåòîäå êàñà-
òåëüíûõ, íå îáÿçàíî áûòü ñæèìàþùèì. Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçûâàþò
ïðîñòûå ïðèìåðû, â ñëó÷àå îáùåé ôóíêöèè f äàæå ìåòîä êàñàòåëü-
íûõ íå âñåãäà ïðèâîäèò ê ñõîäÿùåìóñÿ èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó.

Åñëè æå â âûðàæåíèè ϕ(x) = x−α(x)f(x) ôóíêöèþ α(x) óäàåòñÿ
âûáðàòü òàê, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå |ϕ′(x)| ≤ q < 1, òî
îòîáðàæåíèå ϕ : [a, b] → [a, b], êîíå÷íî, áóäåò ñæèìàþùèì.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå α âçÿòü ïîñòîÿííóþ 1
f ′(x0)

, òî ïîëó-
÷èì ϕ(x) = x − f(x)

f ′(x0)
è ϕ′(x) = 1 − f ′(x)

f ′(x0)
. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-

öèè f íåïðåðûâíà, ïî êðàéíåé ìåðå â òî÷êå x0, òî â íåêîòîðîé åå
îêðåñòíîñòè áóäåì èìåòü |ϕ′(x)| = |1 − f ′(x)

f ′(x0)
| ≤ q < 1. Åñëè îòîá-

ðàæåíèå ϕ ïåðåâîäèò ýòó îêðåñòíîñòü â ñåáÿ (÷òî íå âñåãäà òàê),
òî ñòàíäàðòíûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, èíäóöèðîâàííûé ñæèìàþ-
ùèì îòîáðàæåíèåì ϕ ýòîé îêðåñòíîñòè, ïðèâåäåò ê åäèíñòâåííîé
â ýòîé îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿ ϕ, â êîòîðîé
èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f îáðàùàåòñÿ â íóëü.


